
Matematyka na oko

�ukasz Pªociniczak

Instytut Matematyki i Informatyki
Politechnika Wrocªawska

19.06.2013
B¦dlewo

1 / 25



Co modelowanie matematyczne mo»e zrobi¢ dla oka i
widzenia?

� Mruganie i ªzy.
� Zespóª suchego oka (choroba po cz¦±ci �cywilizacyjna�: dªugotrwaªe

czytanie, jazda samochodem, soczewki...).
� Mruganie zaci¡ga cienk¡ warstw¦ �lmu ªzowego. Jak opisa¢ ten przepªyw?
� Jak wyliczy¢ moment pocz¡tku schni¦cia ªez (Break-Up-Time, BUT) ?

� Przepªywy cieczy wodnistej w komorach.
� Ciecz wodnista - galaretowana substancja znajduj¡ca si¦ w komorach oka.
� Jest ¹ródªem powstania ci±nienia wewn¡trzgaªkowego (IOP).
� Jej odpowiedni przepªyw warunkuje prawidªowe funkcjonowanie oka.

� Tonometria i inne sposoby wyznaczania IOP.
� IOP jest badane przy prawie ka»dej wizycie u okulisty.
� Utrzymanie IOP w odpowiednich granicach jest wa»ne: za du»e → jaskra,

za maªe → hipotonia oka.
� Nieinwazyjne sposoby pomiaru IOP: by¢ mo»e na podstawie ksztaªtu

rogówki?
� Jaki ksztaªt ma rogówka?
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Anatomia oka i rogówki
Typowe wymiary:

� wymiar oka 24mm,

� ±rednica rogówki 11.5mm,

� grubo±¢ rogówki
0.5− 0.7mm,

� wysoko±¢ ok. 2mm.

Pi¦¢ warstw rogówki:

� nabªonek przedni,

� bªona Bowmana,

� istota wªa±ciwa,

� bªona Descementa,

� nabªonek tylni.

Rogówka jest bardzo wa»na - odpowiada za okoªo 2
3 mocy widzenia!
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Co to s¡ ªzy i jaka jest ich rola

� Nawil»aj¡ oko oraz chroni¡ przed bakteriami.

� Skªad: woda, sól (NaCl) oraz enzymy.

� Trzy warstwy ªzy: lipidowa 0.1− 0.2µm,
wodna 4− 10µm i ±luzowa 0.5− 1µm.
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Mruganie i �zyka
� Mruganie rozprowadza �lm ªzowy po powierzchni rogówki.
� Czas mi¦dzy mrugni¦ciami u zdrowego czªowieka to ok. 5− 8s (u królika

a» 10min!).
� Problemy: zbyt maªa produkcja ªez, zbyt szybkie parowane → �suche

oko�.

� Troch¦ wªasno±ci �zycznych.
� Warstwa lipidowa ªzy zapobiega nadmiernemu parowaniu. �rednie

parowanie to 15× 10−6 kg m2 s−1 dla normalnych oczu i 60× 10−6 kg m2

s−1 dla oczu suchych.
� Warstwa ta równie» obni»a napi¦cie powierzchniowe: ªza-powietrze -

43.3mN m−1, woda-powietrze - 72.3mN m−1.
� Film ªzowy jest lekko pseudoplastyczny (shear thinning) - lepko±¢ maleje

wraz ze wzrostem napr¦»e« ±cinania.
� W modelowaniu gªównie zakªada si¦, »e ªza jest pªynem newtonowskim i

bierze si¦ pod uwag¦ szereg czynników: napi¦cie powierzchniowe, gradienty
w warstwie lipidowej, parowanie, mruganie, ¹ródªo ciepªa oraz geometri¦
rogówki [1]

[1] R.J.Braun et al., Thin �lm dynamics on a prolate spheroid with application to the cornea
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Interludium: Przybli»enie cienkich powªok
� Tak zwana �Lubrication Theory�: problem Reynoldsa o oliwieniu ªo»ysk.
� Stosowana, kiedy geometria zagadnienia jest �dªuga i w¡ska�: ε = typowa

grubo±¢ / typowa dªugo±¢.

� Przykªad: ªo»ysko ±lizgowe. �o»ysko (y = H0h(x/L)) jest nieruchome a
podªo»e y = 0 si¦ ±lizga z pr¦dko±ci¡ U.

� Wprowadzamy skalowania:

ε =
H0

L
, u∗ =

u

U
, v∗ =

v

εU
, t∗ =

t

L/U
, p∗ =

p

µUL/H2
0

, Re′ = ε2
UL

ν
.

x-owa skªadowa bezwymiarowego równania Naviera-Stokesa ma wtedy
posta¢ (opuszczaj¡c gwiazdki):

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
=

1

Re′

(
−∂p
∂x

+ ε2
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
.

� Korzystaj¡c z równania ci¡gªo±ci dostajemy Równanie Reynoldsa:

d

dx

(
h3
∂p

∂x

)
= 6

∂h

∂x
.
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Break-up time (BUT)
� Jest zde�niowany zwykle jako czas wyst¡pienia pierwszego suchego

obszaru zaraz po mrugni¦ciu.

� Wa»ny parametr mierzony cz¦sto przez okulistów. Bardzo zale»ny od
warunków, ale zwykle wynosi 20− 30s.

� Bardzo dobre oszacowania na BUT otrzymali Braun i Fitt w [2] .

� Model: przybli»enie cienkich warstw (ε = d/l = wymiar x-owy / wymiar
y -kowy) dla równania Naviera-Stokesa + parowanie i grawitacja.

� Typowe skale:

d = 10µm, l = 0.36mm, ε = 0.028, G = 0.75, U = 0.75mms−1, Re = 0.2.

� Gªówne równanie modelu dla swobodnego brzegu:

ht +
E

J−10 + h
+

[
h3

12
(hxxx + G )

]
x

= 0,

gdzie E , J0 - staªe zwi¡zane z temperatur¡ i parowaniem.

[2] R.J.Braun, A.D.Fitt, Modelling drainage of the precorneal tear �lm after a blink
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Break-up time (BUT) c.d.

� Braun i Fitt rozwi¡zali równanie numerycznie na siatce zªo»onej z 4000
punktów. Za BUT przyj¦li czas, w którym h byªo mniejsze ni» wielko±¢
siatki.
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Przepªywy w komorach oka

� Komora przednia oka - obszar pomi¦dzy
t¦czówk¡ a rogówk¡. Komora tylna -
obszar pomi¦dzy t¦czówk¡ a soczewk¡.

� Ciecz wodnista (aqueous humour) - pªyn
wypeªniaj¡cy komory (ok. 0.3 cm3).
Usuwa produkty przemiany materii,
od»ywia oraz zapewnia IOP.

� Jest prze¹roczysta i galaretowata. Skªada
si¦ z wody oraz aminokwasów.

� Produkuje j¡ wyrostek rz¦skowy, sk¡d
pªynie przez tyln¡ komor¦ oraz ¹renic¦ i
jest usuwana w komorze Schlemma.

� Musi by¢ zachowana (!) - tyle usuwanej,
co produkowanej.

� Jak ten przepªyw opisa¢ matematycznie?
9 / 25



Przepªywy w komorach oka c.d.
� Czym przepªyw cieczy wodnistej mo»e by¢ spowodowany? [3,4] .

� Siªa wyporu powstaªa jako wynik gradientu temperatury pomi¦dzy t¦czówk¡
a komor¡ przedni¡.

� Strumie« wyprodukowany przez wyrostek rz¦skowy.
� Oddziaªywanie wyporno±¢-grawitacja w pozycji poziomej (np. podczas

spania).
� Faza REM snu.

� Najprostszy model: równania N-S,
równanie ciepªa + aproksymacja
Bussinesqua oraz �teoria lubrykacji�.

� Mo»na otrzyma¢ dokªadne rozwi¡zanie,
np.

ψ = − (T1 − T0)gαz2(z − h)2

24νh

[3] A.D.Fitt, G.Gonzalez, Fluid Mechanics of the Human Eye: Aqueous Humour Flow in the Anterior Chamber

[4] C.R.Canning, Fluid �ow in the anterior chamber of a human eye
10 / 25
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Przepªywy w komorach oka c.d.

� Kiedy pacjent ±pi, ukrwienie oka nie
koniecznie musi spowodowa¢ wyrównanie
si¦ temperatury.

� Nast¦puje bardzo sªaby przepªyw
spowodowany grawitacj¡ i maªym
gradientem temperatury.

� Fakodeneza - wibracje soczewki
spowodowane ruchami gªowy.

� Wibracje te musz¡ by¢ odpowiednio maªe,
ale zapewni¢ dobre widzenie.

� Fitt i Gonzalez zaªo»yli okresow¡ pr¦dko±¢
�wpompowywania� cieczy przez ¹renic¦.

� Przepªyw jest istotnie 3-wymiarowy.

11 / 25



Przepªywy w komorach oka c.d. (Kanaª Schlemma)

� Kiedy w przedniej komorze oka wyst¦puje za du»o ciecz wodnistej (np.
�zatkany� kanaª Schlemma), ci±nienie wzrasta.

� POAG (Primary Open Angle Glaucoma) - jaskra z otwartym k¡tem
przes¡czania → post¦puj¡ce i trwaªe uszkodzenie nerwu wzrokowego →
±lepota.

� W pracy [5] autorzy korzystaj¡ z Prawa Friedenwalda (zwi¡zek mi¦dzy
IOP a obj¦to±ci¡ oka) oraz teorii cienkich warstw:

(FL) p1 = p2 exp (K ln 10(V1 − V2)) .

� Otrzymali równanie opisuj¡ce wzrost ci±nienia wewn¡trzgaªkowego
spowodowane zatkaniem kanaªu Schlemma:

dp

dt
≈ Kp

dVin

dt
.

� Zatkanie kanaªu mo»e doprowadzi¢ do dowolnie du»ego przyrostu
ci±nienia → jaskra i ±lepota.

[5] Z.Ismail, A.D.Fitt, Mathematical modelling of �ow in Schlemm's Canal and its in�uence on primary open
angle glaucoma12 / 25
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IOP

� Utrzymuje odpowiedni ksztaªt oka.
� Typowe IOP: 10− 20mmHg. Je±li IOP > 25mmHg mo»e wyst¡pi¢ jaskra

(albo gorzej...). Je±li IOP < 10mmHg nast¦puje rozstrojenie wspóªpracy
soczewki z rogówk¡ (albo gorzej...).

� Koniecznym jest dokªadne zbadanie aktualnego IOP, które jest wra»liwe
na panuj¡ce warunki. Pomiarami zajmuje si¦ Tonometria.

� Istnieje kilka technik pomiarowych:
� od bardzo inwazyjnych (operacyjnie),
� przez inwazyjne np. Tonometr Goldmana,
� do mniej inwazyjnych np. dmuchni¦cie powietrzem.

� �Prawo� Imberta-Ficka (tak naprawd¦ III zasada dynamiki Newtona
zastosowana �na siª¦�): IOP = wielko±¢ siªy (w gramach) potrzebna do
spªaszczenia koªa o promieniu 3.06mm na rogówce [6].

� Wady: bª¦dne postawy �zyczne, nie najlepsza dokªadno±¢ zwªaszcza dla
wysokiego IOP, nieprzyjemne dla pacjenta, ...

� Pomiar tylko na podstawie ksztaªtu rogówki?

[6] Markiewitz HH, The so-called Imbert-Fick Law
13 / 25
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Jaki ksztaªt ma rogówka?

Wspóªczesne modele ksztaªtu rogówki oka:

� Najprostsze: oparte na krzywych sto»kowych: gªównie parabolach lub
elipsach (Helmholtz, 1924) (statystycznie poprawne).

� Bardzo skomplikowane: oparte na teorii powªok oraz na FEM.

� Modele oparte na wielomianach Zernike'go (1934) - opisuj¡ aberracj¦.
Ostatnio u»ywane s¡ równie» funkcje Bessela [7].

� Rzeczywiste modele oczu.

Literatura przegl¡dowa

1. Fowler CW, Dave TN., Review of past and present techniques of measuring corneal
topography, Ophthalmic Physiol Opt. 14(1) (1994), 49�58,

2. Lindsay R, Smith G, Atchison D., Descriptors of corneal shape, Optom Vis Sci. 75(2) (1998),
156�8.

3. Y. Mejía-Barbosa, D. Malacara-Hernández, A review of methods for measuring corneal
topography, Optometry and Vision Science 78 (2001), 240�253,

[7] J.P. Trevino et al., Zernike vs. Bessel circular functions in visual optics
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Nowy model
Gªówne zaªo»enia modelu [8]

� Rogówka jest cienk¡ membran¡ (staªe napi¦cie powierzchniowe i brak
momentów skr¦caj¡cych).

� Trzy siªy wpªywaj¡ na ksztaªt rogówki: napi¦cie powierzchniowe,
spr¦»ysto±¢ i siªa pochodz¡ca od ci±nienia wewn¡trzgaªkowego.

� W modelu opisujemy poªo»enie rogówki h nad pªaszczyzn¡ odniesienia Ω
(u nas koªo).

Równanie ksztaªtu rogówki (w postaci bezwymiarowej)

−∇2h + ah =
b√

1 + ‖∇h‖2
na Ω, h = 0 na ∂Ω,

gdzie h-unormowane, a := kR2

T
i b := PR

T
oraz k-wspóªczynnik spr¦»ysto±ci,

T -napr¦»enie, P-ci±nienie wewn¡trzgaªkowe, R-typowy rozmiar rogówki.

[8] W.Okrasi«ski, �.Pªociniczak, A Nonlinear Mathematical Model of the Corneal Shape
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Zagadnienie �wprost�
Jak ze znajomo±ci a oraz b znale¹¢ ksztaªt rogówki h?

� Zakªadamy symetri¦ osiow¡ h = h(r) wtedy a oraz b musz¡ by¢ staªe.
� Rozwi¡zujemy zagadnienie

−1

r

d

dr

(
r
dh

dr

)
+ ah =

b√
1 + h′2

, 0 ≤ r ≤ 1, h′(0) = 0, h(1) = 0. (1)

� Dla odpowiednio maªego b mamy
istnienie, jednoznaczno±¢, monotoniczno±¢
oraz podstawowe oszacowania rozwi¡zania
(1) przez

h0(r) :=
b

a

(
1− I0(

√
ar)

I0(
√
a)

)
,

gdzie I0 jest zmody�kowan¡ funkcj¡
Bessela pierwszego rodzaju. 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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y

� Dla maªych parametrów a rozwi¡zanie (1) jest parabol¡.
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Zagadnienie �wprost� c.d.

Twierdzenie 1
Niech b ≤

√
a

I1(
√
a)

√
2I0(
√
a)−1

I0(
√
a)−1 . Rozwi¡zanie zagadnienia (1) jest dodatni¡,

nierosn¡c¡ funkcj¡ h, dla której zachodz¡

Ah1 ≤ h ≤ h0,

gdzie h0 jest zde�niowana wzorem

h0(r) :=
b

a

(
1− I0(

√
ar)

I0(
√
a)

)
,

oraz h1 jest kolejnym elementem w ci¡gu kolejnych przybli»e«. Ponadto,

A =

√√√√ 1 + h′0(1)2

1 +
(
2− 1

I0(
√
a)

)
h′0(1)2

.

17 / 25



Zagadnienia odwrotne

Jak znale¹¢ warto±ci a i b znaj¡c h?

� Problemy tego typu s¡ zwykle ¹le postawione, czyli takie, które nie
speªniaj¡ którego± z poni»szych warunków
� maj¡ rozwi¡zanie,
� maj¡ dokªadnie jedno rozwi¡zanie,
� maªy bª¡d w danych wej±ciowych powoduje maªy bª¡d w danych

wyj±ciowych (stabilno±¢).

� W naszym przypadku rozwa»amy dwa zagadnienia:

1. a i b s¡ staªe i nieznane → problem nieliniowy,
2. a jest staªe i znane a b (niekoniecznie staªe) musimy znale¹¢ → problem

liniowy .

� Uwaga: Nie mo»emy liczy¢ na jednoznaczne rozwi¡zanie - szukamy
rozwi¡zania w sensie normy L2 (najmniejszych kwadratów).

18 / 25
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Nieliniowy problem odwrotny (a, b staªe i nieznane)
W kolejnych rozwa»aniach zakªada¢ b¦dziemy, »e krzywizna rogówki jest
maªa. Upraszcza to nasze równanie

−1

r

∂

∂r

(
r
∂h

∂r

)
+ ah = b, h′(0) = 1, h(1) = 0.

� Problem nieliniowy rozwi¡zujemy w dwóch krokach [10] :
1. Najpierw znajdujemy

b† = b†(a) =
〈f (a, ·), h〉
‖f (a, ·)‖2

,

gdzie f (a, r) := b

a

(
1− I0(

√
ar)

I0(
√
a)

)
.

2. Potem rozwi¡zujemy nieliniowy problem polegaj¡cy na znalezieniu a.
Stosujemy metod¦ iteracyjn¡ podobn¡ do metody stycznych Newtona
(nowy dowód zbie»no±ci)

an+1 = an + ∆an, ∆an =

〈
h − f (an, ·), ∂

∂a
b†(a)f (a; ·)

〉∥∥ ∂
∂a
b†(a)f (a; ·)

∥∥2 .

[10] W.Okrasi«ski, �.Pªociniczak, Nonliear Parameter Identi�cation in Corneal Geometry Model
19 / 25



Nieliniowy problem odwrotny (a, b staªe i nieznane)
W kolejnych rozwa»aniach zakªada¢ b¦dziemy, »e krzywizna rogówki jest
maªa. Upraszcza to nasze równanie

−1

r

∂

∂r

(
r
∂h

∂r

)
+ ah = b, h′(0) = 1, h(1) = 0.

� Problem nieliniowy rozwi¡zujemy w dwóch krokach [10] :
1. Najpierw znajdujemy

b† = b†(a) =
〈f (a, ·), h〉
‖f (a, ·)‖2

,

gdzie f (a, r) := b

a

(
1− I0(

√
ar)

I0(
√
a)

)
.

2. Potem rozwi¡zujemy nieliniowy problem polegaj¡cy na znalezieniu a.
Stosujemy metod¦ iteracyjn¡ podobn¡ do metody stycznych Newtona
(nowy dowód zbie»no±ci)

an+1 = an + ∆an, ∆an =

〈
h − f (an, ·), ∂

∂a
b†(a)f (a; ·)

〉∥∥ ∂
∂a
b†(a)f (a; ·)

∥∥2 .

[10] W.Okrasi«ski, �.Pªociniczak, Nonliear Parameter Identi�cation in Corneal Geometry Model
19 / 25



Nieliniowy problem odwrotny (a, b staªe i nieznane)
W kolejnych rozwa»aniach zakªada¢ b¦dziemy, »e krzywizna rogówki jest
maªa. Upraszcza to nasze równanie

−1

r

∂

∂r

(
r
∂h

∂r

)
+ ah = b, h′(0) = 1, h(1) = 0.

� Problem nieliniowy rozwi¡zujemy w dwóch krokach [10] :
1. Najpierw znajdujemy

b† = b†(a) =
〈f (a, ·), h〉
‖f (a, ·)‖2

,

gdzie f (a, r) := b

a

(
1− I0(

√
ar)

I0(
√
a)

)
.

2. Potem rozwi¡zujemy nieliniowy problem polegaj¡cy na znalezieniu a.
Stosujemy metod¦ iteracyjn¡ podobn¡ do metody stycznych Newtona
(nowy dowód zbie»no±ci)

an+1 = an + ∆an, ∆an =

〈
h − f (an, ·), ∂

∂a
b†(a)f (a; ·)

〉∥∥ ∂
∂a
b†(a)f (a; ·)

∥∥2 .

[10] W.Okrasi«ski, �.Pªociniczak, Nonliear Parameter Identi�cation in Corneal Geometry Model
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Liniowy problem odwrotny (a staªe i znane, b nieznane)

−1

r

∂

∂r

(
r
∂h

∂r

)
+

1

r2
∂2h

∂θ2
+ ah = b, h|∂Ω = 0,

gdzie ∂Ω jest okr¦giem jednostkowym.

� U»ywamy funkcji wªasnych [9] Φnm(r , θ) := 1√
4π

In(µnmr)
In+1(µnm)e

inθ,

gdzie µnm jest m-tym zerem funkcji In (zmody�kowana funkcja Bessela
pierwszego rodzaju rz¦du n).

� Rozwi¡zanie problemu odwrotnego b† =
∑

n,m (a− µ2nm) 〈h,Φnm〉Φnm.

� Uwaga: a− µ2nm →∞, co powoduje utrat¦ stabilno±ci: maªy bª¡d w h

spowoduje utrat¦ zbie»no±ci szeregu.

� Konieczna jest regularyzacja

bα,T (N,M) :=

N,M∑
n=−N,
m=1

〈h,Φnm〉
α + 1

a−µ2nm

Φnm.

[9] �.Pªociniczak, W.Okrasi«ski, Regularization of an Ill-posed Model in Corneal Topography
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Przypadek ogólny c.d.

Jak bardzo bδα,T ró»ni si¦ od rzeczywistej warto±ci b? (Je±li∥∥hδ − h
∥∥ ≤ δ).

Twierdzenie 2
Mamy ∥∥∥bδα,T (N,M) − b

∥∥∥ ≤ 2
√
Dδ,

je±li tylko α = α(δ), N = N(δ), M = M(δ) s¡ wybrane tak, aby

α + C (N,M) =

√
δ

D
,

gdzie ‖y‖ ≤ D oraz C (N,M) := inf{ 1
a−µ2nm

: |n| ≤ N,m ≤ M}.
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Numeryka

Bª¦dy dopasowania,
przy a0 i b0 staªych.

β, gdzie b = b0 + β.
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Podsumowanie

� Modelowanie matematyczne w zagadnieniach zwi¡zanych z okiem jest
bardzo potrzebne.

� Jest ¹ródªem bardzo ciekawych i nietrywialnych problemów z wielu
dziedzin matematyki.

� Przyszªa rewolucja w medycynie oka zale»y gªównie od matematyki.

� Otrzymali±my nowy, ªatwy do zastosowania, model topogra�i rogówki
oparty na podstawach �zycznych.

� Przedstawili±my now¡, szybk¡ metod¦ iteracyjn¡ wyznaczania nieznanych
parametrów w zagadnieniu odwrotnym.
� Metody znalezienia a i b pozwalaj¡ na dopasowanie modelu do danych (z

maªym bª¦dem).
� Wspóªczynniki a i b s¡ zwi¡zane z mierzalnymi parametrami rogówki oka,

przez co mog¡ mie¢ znaczenie w diagnostyce i leczeniu ró»nych chorób
widzenia.

� Funkcja β zawiera informacj¦ o odst¦pstwach topogra�i rogówki od symetrii
obrotowej.
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