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Co modelowanie matematyczne moze zrobi¢ dla oka i
widzenia?
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Co modelowanie matematyczne moze zrobi¢ dla oka i
widzenia?

® Mruganie i tzy.
0 Zesp6t suchego oka (choroba po czesci ,cywilizacyjna™: dtugotrwate
czytanie, jazda samochodem, soczewki...).
O Mruganie zaciagga cienka warstwe filmu tzowego. Jak opisa¢ ten przeptyw?
O Jak wyliczy¢ moment poczatku schniecia tez (Break-Up-Time, BUT) 7
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= Przeptywy cieczy wodnistej w komorach.
o Ciecz wodnista - galaretowana substancja znajdujaca sie¢ w komorach oka.
O Jest zrédtem powstania cisnienia wewnatrzgatkowego (IOP).
0 Jej odpowiedni przeptyw warunkuje prawidtowe funkcjonowanie oka.
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0 IOP jest badane przy prawie kazdej wizycie u okulisty.
0 Utrzymanie IOP w odpowiednich granicach jest wazne: za duze — jaskra,
za mate — hipotonia oka.
o Nieinwazyjne sposoby pomiaru IOP: by¢ moze na podstawie ksztattu
rogéwki?
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Anatomia oka i rogéwki
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Typowe wymiary:
= wymiar oka 24mm,
® $rednica rogéwki 11.5mm,
® grubo$¢ rogdwki
0.5 —0.7mm,

= wysoko$¢ ok. 2mm.

Pie¢ warstw rogdwki:
= nabtonek przedni,
® btona Bowmana,
® jstota wiasciwa,

® bfona Descementa,

= nabtonek tylni.
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= wymiar oka 24mm,
® $rednica rogéwki 11.5mm,
® grubo$¢ rogdwki
0.5 —0.7mm,

= wysoko$¢ ok. 2mm.

Pie¢ warstw rogdwki:
= nabtonek przedni,
® btona Bowmana,
® jstota wiasciwa,

® bfona Descementa,

= nabtonek tylni.

Rogoéwka jest bardzo wazna - odpowiada za okoto % mocy widzenia!
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Co to sg tzy i jaka jest ich rola

Goimy
kanaf tzowy

Lacrimal puncta

= Nawilzaja oko oraz chronig przed bakteriami. o -
m Sktad: woda, s6l (NaCl) oraz enzymy. )
= Trzy warstwy tzy: lipidowa 0.1 — 0.2um, ﬁmmn“

wodna 4 — 10pum i $luzowa 0.5 — 1um.
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Mruganie i fizyka

® Mruganie rozprowadza film fzowy po powierzchni rogéwki.
m Czas miedzy mrugnieciami u zdrowego czfowieka to ok. 5 — 8s (u krélika
az 10min!).

= Problemy: zbyt mata produkcja tez, zbyt szybkie parowane — ,suche
oko".

5/ [2:!.; R.J.Braun et al., Thin film dynamics on a prolate spheroid with application to the cornea
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® Mruganie rozprowadza film fzowy po powierzchni rogéwki.

m Czas miedzy mrugnieciami u zdrowego czfowieka to ok. 5 — 8s (u krélika
az 10min!).

= Problemy: zbyt mata produkcja tez, zbyt szybkie parowane — ,suche
oko".

® Troche wtasnosci fizycznych.

O Warstwa lipidowa tzy zapobiega nadmiernemu parowaniu. Srednie
parowanie to 15 x 107® kg m? s™* dla normalnych oczu i 60 x 10~° kg m?
s~ dla oczu suchych.

O Warstwa ta réwniez obniza napiecie powierzchniowe: tza-powietrze -
43.3mN m™', woda-powietrze - 72.3mN m~?1,

O Film tzowy jest lekko pseudoplastyczny (shear thinning) - lepkos¢ maleje
wraz ze wzrostem naprezen $cinania.

0 W modelowaniu gtéwnie zaktada sie, ze tza jest ptynem newtonowskim i
bierze sie pod uwage szereg czynnikdw: napiecie powierzchniowe, gradienty
w warstwie lipidowej, parowanie, mruganie, zrédto ciepta oraz geometrig
rogéwki [1]

5/ [;.l R.J.Braun et al., Thin film dynamics on a prolate spheroid with application to the cornea



Interludium: Przyblizenie cienkich powtok

® Tak zwana ,Lubrication Theory™: problem Reynoldsa o oliwieniu fozysk.
m Stosowana, kiedy geometria zagadnienia jest ,dtuga i waska™ e = typowa
grubos¢ / typowa dtugosc.

6/ 25



Interludium: Przyblizenie cienkich powtok

® Tak zwana ,Lubrication Theory™: problem Reynoldsa o oliwieniu fozysk.

m Stosowana, kiedy geometria zagadnienia jest ,dtuga i waska™ e = typowa
grubos¢ / typowa dtugosc.

® Przykfad: fozysko slizgowe. tozysko (y = Hoh(x/L)) jest nieruchome a
podtoze y = 0 sie slizga z predkoscia U.

6/ 25



Interludium: Przyblizenie cienkich powtok

® Tak zwana ,Lubrication Theory™: problem Reynoldsa o oliwieniu fozysk.

m Stosowana, kiedy geometria zagadnienia jest ,dtuga i waska™ e = typowa
grubos¢ / typowa dtugosc.

® Przykfad: fozysko slizgowe. tozysko (y = Hoh(x/L)) jest nieruchome a
podtoze y = 0 sie slizga z predkoscia U.

® Wprowadzamy skalowania:

6—i L A t * = L Re’—ezﬂ
T T e Tt T e TaogHy T T

x-owa sktadowa bezwymiarowego réwnania Naviera-Stokesa ma wtedy
posta¢ (opuszczajac gwiazdki):

Ou  Ou  Odu 1 ( op L% 82u>

*

ot o tVay TRe Uox TS a2 T o2

6/ 25



Interludium: Przyblizenie cienkich powtok

® Tak zwana ,Lubrication Theory™: problem Reynoldsa o oliwieniu fozysk.

m Stosowana, kiedy geometria zagadnienia jest ,dtuga i waska™ e = typowa
grubos¢ / typowa dtugosc.

® Przykfad: fozysko slizgowe. tozysko (y = Hoh(x/L)) jest nieruchome a
podtoze y = 0 sie slizga z predkoscia U.

® Wprowadzamy skalowania:

62@ *_u * v * P Re/ 2UL

t
U= —, v =—, 1 = a*: ) =€ —.
L U U LU P T oLz v
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m Korzystajac z réwnania ciagfosci dostajemy Réwnanie Reynoldsa:

d (,,0p\  0h
a(” 5>—6&
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Break-up time (BUT)

® Jest zdefiniowany zwykle jako czas wystapienia pierwszego suchego
obszaru zaraz po mrugnieciu.

® \Wazny parametr mierzony czesto przez okulistéw. Bardzo zalezny od
warunkéw, ale zwykle wynosi 20 — 30s.

7/ [22l R.J.Braun, A.D.Fitt, Modelling drainage of the precorneal tear film after a blink
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Break-up time (BUT)
® Jest zdefiniowany zwykle jako czas wystapienia pierwszego suchego

obszaru zaraz po mrugnieciu.

® \Wazny parametr mierzony czesto przez okulistéw. Bardzo zalezny od
warunkéw, ale zwykle wynosi 20 — 30s.

m Bardzo dobre oszacowania na BUT otrzymali Braun i Fitt w [2] .

m Model: przyblizenie cienkich warstw (¢ = d/I = wymiar x-owy / wymiar
y-kowy) dla réwnania Naviera-Stokesa + parowanie i grawitacja.

= Typowe skale:

d =10um, [ = 0.36mm, € = 0.028, G = 0.75, U = 0.75mms ", Re = 0.2.
B Gtéwne réwnanie modelu dla swobodnego brzegu:
E {h3

he+ ——+ | 5
Utk (12

(hoo + G)] =0,

X

gdzie E, Jy - state zwigzane z temperatura i parowaniem.

7/ [%l R.J.Braun, A.D.Fitt, Modelling drainage of the precorneal tear film after a blink




Break-up time (BUT) c.d.

® Braun i Fitt rozwigzali réwnanie numerycznie na siatce ztozonej z 4000
punktéw. Za BUT przyjeli czas, w ktérym h byto mniejsze niz wielkos¢

siatki.
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Przeptywy w komorach oka

Cnmea

Iris

= Komora przednia oka - obszar pomiedzy Lcetonal |
teczéwka a rogéwka. Komora tylna - i
. , I;md)r
ol.)szar pom.ledzy teczéwka a soczewka. B ‘_ g
m Ciecz wodnista (aqueous humour) - ptyn \ )y = _—
wypetniajacy komory (ok. 0.3 cm3). / e
Usuwa produkty przemiany materii, // > b
odzywia oraz zapewnia I0OP. /L Zonules \'\"‘T— _
® Jest przezroczysta i galaretowata. Sktada |1 [~ —
sie z wody oraz aminokwaséw. Cotumer | aborula meshwerk |
® Produkuje ja wyrostek rzeskowy, skad m'?nm i | .,:’;'f:"-
ptynie przez tylng komore oraz Zrenice i ./ /;?\’
jest usuwana w komorze Schlemma. Z7 . =
® Musi by¢ zachowana (!) - tyle usuwanej, /’ "
co produkowane;j.

= Jak ten przeptyw opisa¢ matematycznie?
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Przeptywy w komorach oka c.d.

m Czym przeptyw cieczy wodnistej moze by¢ spowodowany? [3,4] .
U Sita wyporu powstata jako wynik gradientu temperatury pomiedzy teczéwka
a komora przednia.
O Strumien wyprodukowany przez wyrostek rzeskowy.
O Oddziatywanie wypornosé-grawitacja w pozycji poziomej (np. podczas
spania).
0 Faza REM snu.

0040007 0.007 JUAUIEY
[3] A.D.Fitt, G.Gonzalez, Fluid Mechanics of the Human Eye: Aqueous Humour Flow in the Anterior Chamber
10 /[42]5C.R.C.nning, Fluid flow in the anterior chamber of a human eye




Przeptywy w komorach oka c.d.

m Czym przeptyw cieczy wodnistej moze by¢ spowodowany? [3,4] .
U Sita wyporu powstata jako wynik gradientu temperatury pomiedzy teczéwka
a komora przednia.
O Strumien wyprodukowany przez wyrostek rzeskowy.
O Oddziatywanie wypornosé-grawitacja w pozycji poziomej (np. podczas
spania).
0 Faza REM snu.

® Najprostszy model: réwnania N-S,
réwnanie ciepta + aproksymacja
Bussinesqua oraz ,teoria lubrykacji”.

® Mozna otrzyma¢ dokfadne rozwigzanie,
np.

b= _(T1 — To)gaz?(z — h)?
0040007 0.007 JUAUIEY B 24Vh

[3] A.D.Fitt, G.Gonzalez, Fluid Mechanics of the Human Eye: Aqueous Humour Flow in the Anterior Chamber
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Przeptywy w komorach oka c.d.

= Kiedy pacjent $pi, ukrwienie oka nie
koniecznie musi spowodowaé wyréwnanie
sie temperatury.

= Nastepuje bardzo staby przeptyw
spowodowany grawitacja i matym
gradientem temperatury.

8

—-0.004  -0.002 0 0.002 0.004

= Fakodeneza - wibracje soczewki
spowodowane ruchami gtowy.

= Wibracje te musza by¢ odpowiednio mate,
ale zapewni¢ dobre widzenie.

= Fitt i Gonzalez zatozyli okresowa predkosé
,Wpompowywania" cieczy przez zrenice.

® Przeptyw jest istotnie 3-wymiarowy.
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Przeptywy w komorach oka c.d. (Kanat Schlemma)

[5] Z.Ismail, A.D.Fitt, Mathematical modelling of flow in Schlemm's Canal and its influence on primary open

angle /g‘[sucoma
EEEEE————————————————————————



Przeptywy w komorach oka c.d. (Kanat Schlemma)

® Kiedy w przedniej komorze oka wystepuje za duzo ciecz wodnistej (np.
,zatkany” kanat Schlemma), cisnienie wzrasta.

m POAG (Primary Open Angle Glaucoma) - jaskra z otwartym katem
przesaczania — postepujace i trwate uszkodzenie nerwu wzrokowego —
$lepota.

[5] Z.Ismail, A.D.Fitt, Mathematical modelling of flow in Schlemm's Canal and its influence on primary open
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Przeptywy w komorach oka c.d. (Kanat Schlemma)

® Kiedy w przedniej komorze oka wystepuje za duzo ciecz wodnistej (np.
,zatkany” kanat Schlemma), cisnienie wzrasta.

m POAG (Primary Open Angle Glaucoma) - jaskra z otwartym katem
przesaczania — postepujace i trwate uszkodzenie nerwu wzrokowego —
$lepota.

m W pracy [5] autorzy korzystajg z Prawa Friedenwalda (zwigzek miedzy
IOP a objetoscia oka) oraz teorii cienkich warstw:

(FL) p1 = paexp(KInl0(Vy — Va)).

® Otrzymali réwnanie opisujace wzrost ci$nienia wewnatrzgatkowego
spowodowane zatkaniem kanatu Schlemma:
@ ~ Kp d\/,-,,.
dt dt
® Zatkanie kanatu moze doprowadzi¢ do dowolnie duzego przyrostu
ci$nienia — jaskra i $lepota.

[5] Z.Ismail, A.D.Fitt, Mathematical modelling of flow in Schlemm's Canal and its influence on primary open

angle /g,‘lgucomn




IOP

/[GzlsM-rkiewitz HH, The so-called Imbert-Fick Law
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® Utrzymuje odpowiedni ksztatt oka.

= Typowe IOP: 10 — 20mmHg. Jesli IOP > 25mmHg moze wystapic¢ jaskra
(albo gorzej...). Jesli IOP < 10mmHg nastepuje rozstrojenie wspétpracy
soczewki z rogéwka (albo gorzej...).

/[62]5M-rkiewitz HH, The so-called Imbert-Fick Law
13
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(albo gorzej...). Jesli IOP < 10mmHg nastepuje rozstrojenie wspétpracy
soczewki z rogéwka (albo gorzej...).

m Koniecznym jest doktadne zbadanie aktualnego IOP, ktére jest wrazliwe
na panujace warunki. Pomiarami zajmuje sie Tonometria.

® |stnieje kilka technik pomiarowych:
O od bardzo inwazyjnych (operacyjnie),
0 przez inwazyjne np. Tonometr Goldmana,
0 do mniej inwazyjnych np. dmuchniecie powietrzem.

/[62]5Markiewitz HH, The so-called Imbert-Fick Law
13



T —
IOP

® Utrzymuje odpowiedni ksztatt oka.

= Typowe IOP: 10 — 20mmHg. Jesli IOP > 25mmHg moze wystapic¢ jaskra
(albo gorzej...). Jesli IOP < 10mmHg nastepuje rozstrojenie wspétpracy
soczewki z rogéwka (albo gorzej...).

m Koniecznym jest doktadne zbadanie aktualnego IOP, ktére jest wrazliwe
na panujace warunki. Pomiarami zajmuje sie Tonometria.

® |stnieje kilka technik pomiarowych:
O od bardzo inwazyjnych (operacyjnie),
O przez inwazyjne np. Tonometr Goldmana,
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® , Prawo’ Imberta-Ficka (tak naprawde Il zasada dynamiki Newtona
zastosowana ,,na sife”): IOP = wielkos¢ sity (w gramach) potrzebna do
sptaszczenia kota o promieniu 3.06mm na rogéwce [6].

® Wady: btedne postawy fizyczne, nie najlepsza doktadnos¢ zwtaszcza dla
wysokiego IOP, nieprzyjemne dla pacjenta, ...
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= Typowe IOP: 10 — 20mmHg. Jesli IOP > 25mmHg moze wystapic¢ jaskra
(albo gorzej...). Jesli IOP < 10mmHg nastepuje rozstrojenie wspétpracy
soczewki z rogéwka (albo gorzej...).

m Koniecznym jest doktadne zbadanie aktualnego IOP, ktére jest wrazliwe
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0 do mniej inwazyjnych np. dmuchniecie powietrzem.

® , Prawo’ Imberta-Ficka (tak naprawde Il zasada dynamiki Newtona
zastosowana ,,na sife”): IOP = wielkos¢ sity (w gramach) potrzebna do
sptaszczenia kota o promieniu 3.06mm na rogéwce [6].

® Wady: btedne postawy fizyczne, nie najlepsza doktadnos¢ zwtaszcza dla
wysokiego IOP, nieprzyjemne dla pacjenta, ...

® Pomiar tylko na podstawie ksztattu rogéwki?

/[62]5Markiewitz HH, The so-called Imbert-Fick Law
13




Jaki ksztatt ma rogéwka?

Wspoétczesne modele ksztattu rogéwki oka:

® Najprostsze: oparte na krzywych stozkowych: gtéwnie parabolach lub
elipsach (Helmholtz, 1924) (statystycznie poprawne).

® Bardzo skomplikowane: oparte na teorii powtok oraz na FEM.
m Modele oparte na wielomianach Zernike'go (1934) - opisuja aberracje.
Ostatnio uzywane s3 réwniez funkcje Bessela [7].

® Rzeczywiste modele oczu.

Literatura przegladowa

1. Fowler CW, Dave TN., Review of past and present techniques of measuring corneal
topography, Ophthalmic Physiol Opt. 14(1) (1994), 49-58,

2. Lindsay R, Smith G, Atchison D., Descriptors of corneal shape, Optom Vis Sci. 75(2) (1998),
156-8.

3. Y. Mejia-Barbosa, D. Malacara-Hernandez, A review of methods for measuring corneal
topography, Optometry and Vision Science 78 (2001), 240-253,

14 /[72]5J.P. Trevino et al., Zernike vs. Bessel circular functions in visual optics



Nowy model

Gtéwne zatozenia modelu [8]

m Rogéwka jest cienka membrang (state napiecie powierzchniowe i brak
momentéw skrecajacych).

® Trzy sity wptywaja na ksztatt rogéwki: napiecie powierzchniowe,
sprezysto$¢ i sita pochodzaca od ci$nienia wewnatrzgatkowego.

= W modelu opisujemy potozenie rogéwki h nad ptaszczyzna odniesienia Q
(u nas koto).

Réwnanie ksztattu rogéwki (w postaci bezwymiarowej)

—V2h+ah:; naQ, h=0nadQ,

14 || VhA|?

gdzie h-unormowane, a := & i b := = oraz k-wspéfczynnik sprezystosci,
T-naprezenie, P-ci$nienie wewnqtrzga’fkowe, R-typowy rozmiar rogéwki.

/[8_)5W.Okr inski, £.Plociniczak, A Nonli Math ical Model of the Corneal Shape




Zagadnienie ,wprost”

Jak ze znajomosci a oraz b znalezé ksztatt rogéwki h?

m Zaktadamy symetrie osiowa h = h(r) wtedy a oraz b musza by¢ state.
® Rozwigzujemy zagadnienie

1d [ dh b
e s = <r<1, K(0)=0, h(1)=0. (1
rdr(rdr)—l—ah T 0<r<1, H(0)=0, h(1) =0. (1)
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= Dla odpowiednio matego b mamy 0
istnienie, jednoznaczno$¢, monotoniczno$é
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(1) przez

gdzie Iy jest zmodyfikowana funkcja
Bessela pierwszego rodzaju_ o 01 0z 03 o4 0;5 06 07 08 09 1

® Dla matych parametréw a rozwigzanie (1) jest parabola.
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Zagadnienie ,wprost” c.d.
Twierdzenie 1

Niech b < J%% Rozwiazanie zagadnienia (1) jest dodatnia,

nierosnaca funkcja h, dla ktérej zachodza
Ahl < h < h07

gdzie hg jest zdefiniowana wzorem

a
oraz hy jest kolejnym elementem w ciagu kolejnych przyblizen. Ponadto,

1+ hj(1)?
A= P v
Lt ( lo(ﬁ)) ho(1)
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.
Zagadnienia odwrotne

Jak znalez¢ wartosci a i b znajac h?

® Problemy tego typu sa zwykle zle postawione, czyli takie, ktére nie
spetniaja ktéregos z ponizszych warunkéw
U maja rozwigzanie,
O maja doktadnie jedno rozwigzanie,
0 maty btad w danych wejsciowych powoduje maty btad w danych
wyjéciowych (stabilnosé).
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® Problemy tego typu sa zwykle zle postawione, czyli takie, ktére nie
spetniaja ktéregos z ponizszych warunkéw
U maja rozwigzanie,
O maja doktadnie jedno rozwigzanie,
0 maty btad w danych wejsciowych powoduje maty btad w danych
wyjéciowych (stabilnosé).
® W naszym przypadku rozwazamy dwa zagadnienia:
1. ai b sa state i nieznane — problem nieliniowy,
2. a jest state i znane a b (niekoniecznie state) musimy znalezé — problem
liniowy .
m Uwaga: Nie mozemy liczy¢ na jednoznaczne rozwigzanie - szukamy
rozwiazania w sensie normy L2 (najmniejszych kwadratéw).
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Nieliniowy problem odwrotny (a, b state i nieznane)

W kolejnych rozwazaniach zaktada¢ bedziemy, ze krzywizna rogéwki jest
mafa. Upraszcza to nasze réwnanie

10 [ oh /
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Nieliniowy problem odwrotny (a, b state i nieznane)

W kolejnych rozwazaniach zaktada¢ bedziemy, ze krzywizna rogéwki jest
mafa. Upraszcza to nasze réwnanie

10 (0 o B
r8r<a)+ah_b H()=1, h(1)=0.

® Problem nieliniowy rozwiazujemy w dwéch krokach [10] :
1. Najpierw znajdujemy

bT:bT(a)_ < (a ) h>

IF )P
: ._ b _ lo(\/ar)
gdzie f(a, r) := 2 (1 V) )
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Nieliniowy problem odwrotny (a, b state i nieznane)
W kolejnych rozwazaniach zaktada¢ bedziemy, ze krzywizna rogéwki jest
mafa. Upraszcza to nasze réwnanie

10 (0 o B
r8r<a)+ah_b H()=1, h(1)=0.

® Problem nieliniowy rozwiazujemy w dwéch krokach [10] :
1. Najpierw znajdujemy
h)
bT:bT(a)_<(a ) ,
I (a,)II?

gdzie f(a,r) =2 (1 — ’Z)((‘/\;;'))).

2. Potem rozwigzujemy nieliniowy problem polegajacy na znalezieniu a.
Stosujemy metode iteracyjng podobna do metody stycznych Newtona
(nowy dowdd zbieznosci)

(h—f(an,"), Z bT(a)f(a; )

ant1 = an + Aan, Aa, = .
1561 (a)f (a: )|
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Liniowy problem odwrotny (a state i znane, b nieznane)

10 Oh 1 0%h
5 <r5) + 90 +ah=b, h|sq=0,

gdzie 02 jest okregiem jednostkowym.
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Liniowy problem odwrotny (a state i znane, b nieznane)

10 Oh 1 0%h
5 <r5) + 90 +ah=b, h|sq=0,

gdzie 02 jest okregiem jednostkowym.

= Uzywamy funkcji whasnych [9] ®,,(r,0) = ﬁ%e’w,
gdzie pinm jest m-tym zerem funkcji /, (zmodyfikowana funkcja Bessela
pierwszego rodzaju rzedu n).

= Rozwiazanie problemu odwrotnego bf = > (a— 1i2.) (h, ®pm) Pom

= Uwaga: a — 12, — 0o, co powoduje utrate stabilnosci: maty btad w h
spowoduje utrate zbiezno$ci szeregu.
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Liniowy problem odwrotny (a state i znane, b nieznane)

10 Oh 1 0%h
5 <r5> + 90 +ah=b, h|sq=0,

gdzie 02 jest okregiem jednostkowym.

= Uzywamy funkcji whasnych [9] ®,,(r,0) = ﬁ%e’w,
gdzie pinm jest m-tym zerem funkcji /, (zmodyfikowana funkcja Bessela
pierwszego rodzaju rzedu n).

= Rozwiazanie problemu odwrotnego bf = > (a— 1i2.) (h, ®pm) Pom

= Uwaga: a — 12, — 0o, co powoduje utrate stabilnosci: maty btad w h
spowoduje utrate zbieznosci szeregu.

m Konieczna jest regularyzacja

N,M
’ (h,®nm)
ba,T(N,M) = Z —aPum.
n—n, @ ta,
m=1
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Przypadek ogdélny c.d.

Jak bardzo bng rézni si¢ od rzeczywistej wartosci b? (Jesli
[~ b <)
Twierdzenie 2

Mamy
b vy — b]| < 2VD3,

jesli tylko o = a(6), N = N(5), M = M(5) sa wybrane tak, aby

a+C(N,M):1/%,

gdzie ||ly|| < D oraz C(N, M) :=inf{-—L5— : |n| < N,m < M}.

2
3= Hpm
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Numeryka

Absolute error for fitting (Interior Surface) [mm] Absolute error for fitting (Esterior Surface) [mm]

Btedy dopasowania,
przy ag i by statych.

3, gdzie b = by + S.




Podsumowanie

= Modelowanie matematyczne w zagadnieniach zwigzanych z okiem jest
bardzo potrzebne.

m Jest zrédtem bardzo ciekawych i nietrywialnych probleméw z wielu
dziedzin matematyki.

m Przyszta rewolucja w medycynie oka zalezy gtéwnie od matematyki.

m Otrzymalismy nowy, tatwy do zastosowania, model topografii rogéwki
oparty na podstawach fizycznych.

® PrzedstawiliSmy nowa, szybka metode iteracyjng wyznaczania nieznanych
parametréw w zagadnieniu odwrotnym.

O Metody znalezienia a i b pozwalaja na dopasowanie modelu do danych (z
matym btedem).

0 Wspétczynniki a i b s3 zwigzane z mierzalnymi parametrami rogéwki oka,
przez co moga mie¢ znaczenie w diagnostyce i leczeniu réznych choréb
widzenia.

O Funkcja B zawiera informacje o odstepstwach topografii rogéwki od symetrii
obrotowej.

23 /25



Bibliografia

1.

2.

3.

6.

7.

R.J.Braun et al., Thin film dynamics on a prolate spheroid with
application to the cornea, J Eng Math (2012) 73:121-138

R.J.Braun, A.D Fitt, Modelling drainage of the precorneal tear film after
a blink, Mathematical Medicine and Biology 20 (2003), 1-28

A.D Fitt, G.Gonzalez, Fluid Mechanics of the Human Eye: Aqueous
Humour Flow in the Anterior Chamber, Bulletin of Mathematical Biology
(2006)

. C.R.Canning et al., Fluid flow in the anterior chamber of a human eye,

IMA Journal of Mathematics Applied in Medicine and Biology 19 (2002),
31-60

. Z.smail, A.D.Fitt, Mathematical modelling of flow in Schlemm’s Canal

and its influence on primary open angle glaucoma, International
Conference on Science and Technology: Applications in Industry and
Education (2008)

H.H. Markiewitz, The so-called Imbert-Fick Law, AMA Arch.Ophthalmol.
1960; 64: 189/159.

J.P. Trevino et al., Zernike vs. Bessel circular functions in visual optics,

24 Ophthah‘nir and Phucinlagical Ontice 20132
EEEEE————————————————————————



Bibliografia c.d.

8. W.Okrasinski, t.Ptociniczak, A Nonlinear Mathematical Model of the
Corneal Shape, Nonlinear Analysis: Real World Applications 13 (2012)
pp- 1498-1505

9. t.Ptociniczak, W.Okrasinski, Regularization of an lll-posed Model in
Corneal Topography, Inverse Problems in Science and Engineering
(2013), DOI: 10.1080,/17415977.2012.753443,

10. W.Okrasinski, t.Pfociniczak, Nonliear Parameter Identification in a

Corneal Geometry Model, wystane do Inverse Problems,

11. W.Okrasinski, t.Pfociniczak, Bessel Function Model for Corneal
Topography, wystane do Applied Mathematics and Computation,

25 / 25



